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—• U=入f(u) (xED), u=O (xE叩）， (1.1)
ここで 0は，艮N における円環領域Aまたは単位球Bのいずれかとするた
だし N~2 とする．
A:= {x E酎： a< lxl <b}, B:={xE酎： lxl < 1}. 
入＞〇はパラメーターであり，非線形項 f(s)は， semipositone条件 f(O)< 0 
をみたすものとする．
f(O)~0 ならば，非負値解 (u(x)~0) は，正値解 (u(x) > 0)になる．実際
に， Q を任意の有界領域， f がリプシッツ連続で， f(O)~0, uが非自明な非
負値解と仮定する.R:=max頁u(x)とおく .fがリプシッツ連続なので，ある
C>Oが存在して， lf(s)-f(O)I~Gisi (Isl~R) となる. g(s) := J(s)-J(O) 
とおく.f(O)~0 なので， J(s)~g(s) となり，
—• U= 入f(u)~ 入g(u)~ 入ーCu.





N = 1,D = (-21r,21r), f(s) := s-1のとき， u(x):= 1 -cosxは，次の方程
式の非負値解である．
-u" = f(u) (x E (-21r, 21r), u(-21r) = u(21r) = 0. 
u(O) = 0 なので， x=O に零点を持っているしかしながら， N~2 の球の場
合に，非負値解が正値解になることが，次の結果により知られている．





(i) 0 = Aと0= Bにおいて同一の方法で，解の存在，非存在を証明する
こと．
(1.1)の正値球対称解を考える.u = u(r), r =国とおくと，
N-l 
u" + u'+入f(u)= 0 (r E (a, b). (1.2) 
r 
ただし， St=B (球）の場合， a=0, b = 1とする．境界条件は，次のように
なる．
u'(O) = u(l) = 0 (St= Bのとき），
u(a) = u(b) = 0 (St= Aのとき）
次の関数を定義する．
s 
F(s) := J f(t)dt. 
゜定理 1.2.f(s)は，次の条件を満たすものとする．




定義 1.3.D = AまたはBとする．つぎの関数空間と汎関数I(u)を定義する．
Hふ(D):= {u E Hl(D) : u(x) is radial}, 
H+ := {u E~ ふ(D): u(x) 2: 0 in D}. 
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b l 
I(u) = I(u, 入）：= 1(2u'(r)2 -入F(u(r)))rN-1dr. 
ただし， F(s)は(1.3)により定義する 0= Bの場合は a=0, b = lとする．
さらに，次の関数i(入）を定義する．
i(入）：= inf I(u, 入） 2 -oo. 
uEH+ 
1(0, .X) = 0なので， i(入）さ 0となる．
仮定 1.4.J(s)は，連続でf(O)< 0であり，以下の条件を満たすものとする．
(i)つぎの条件を満たす Z > 0が存在する. F(s) :; 0 (s E [O, Z]), 
F(Z) = 0, F(s) > 0, f(s) > 0 (s E (Z, oo)). 
(i) lim F(s)/s2 = 0. 
S→OO 
(ii) n = B(球）の場合，つぎの条件を満たす定数p,C>Oがあると仮定する．
lf(s)I :S C(sP + 1) (s 2: 0), 




(i)ある入。＞〇が存在して， i(入） = 0 (入 E(0, Ao]), i(入） < 0 (入€ （入。'oo)).
lim入→00 i(入）＝ー 00.
(ii)入2入。のとき， (1.2)は次の式を満たす正値解u入を持つ．






Ht(nt := {u E Ht(D): u(x)~O}. 
この集合はHJ(D)の部分集合として，内点を持たないことが，つぎのように




して， ¢(x)= 0 (x E 0りとなる．ここで01',は次により定義される．
08 := {x E O: dist(x, 叩） < 8}. 
ただし， dist(x,叩）は点xから anまでの距離を表す．つぎのような関数
V E Co'(O)を定義する.xEO¥印に対して， v(x):=¢(x)と置き，ある
点 XoE 08において， v(xo)< 0となるように v(x)を定義するさらに v(x)
のび（瓦）ノルムが十分小さくなるようにとる．このとき， v-¢ の HJ(O)
ノルムも十分小さい結局，つぎのことが成り立つ．任意の c>Oに対して，






しても，▽f(xo, Yo) = (0, 0)は，一般に成り立たないこれと同様の理由での
困難さがIIH+にも現れる．
2 証明の概略






u EH+, I(u, 入）＝叫十I(v,.¥) = i(入）＜〇．
補題 2.2.
u(ri) = u(乃） = 0, u手0 (r1さrさ乃），
ならば， u(r)> Zとなる rE (r1心）が存在する．
証明.a さ s<t~b に対して，次の記号を用意する．




I(u, 入）＝どI(u;ri-1ぷ）． (2.2) 
i=l 
補題2.2を証明するすべての rE (r1心）に対して， u(r):; Zと仮定す
る．このとき F(u(r))::;〇なので，
r2 1 
I(u;r1, 乃） = 11 (2u'(r)2 -入F(u(r)))rN-1dr > 0. (2.3) 
次のように vを定義する．
v(r) := {~(r) 
このとき， VEH+であり，
r E (a, b) ¥ [ri, 叫
r E [ri, 叫
I(v;a,r1) = I(u;a,r1), I(v;r2,b) = I(u;r2,b), I(v;r1,r2) = 0, 
が成り立つ.(2.2)の性質を利用し，上の式と (2.3)を使うと，
I(v; a, b) = I(v; a, r1) + I(v; r1, r2) + I(v; r2, b) 
< I(u; a, r1) + I(u; r1, r2) + I(u; r2, b) = I(u; a, b) 
となるすなわち， I(v;a,b)< I(u;a,b). これは， uがminimizerであること
に反する．従って， u(r)> Zとなる rE (r1, 乃）が存在する．証明終．
補題 2.3.0 = Aまたは Bのとき， u(t砂>0, tn→ bとなる列 tnE (a, b)が
存在する.O=Aのとき， u(sn)> 0, Sn→ aとなる列SnE (a, b)が存在する．
証明.0 = B, a= 0,b = 1の場合に，
u(tn) > 0, tn E (0, 1), tn→ 1 (n→ o), 
をみたす列ゎの存在のみを証明する.0 = Aの場合や， Snの存在について
は， [1]を参照せよ．上の性質を持つわが存在しないと仮定するこのとき，
ある 0E (0,1)が存在して， u(r)三 0(r E [0, l])となる.v(r) := u(0r)とお
＜．このとき， VEH+. 変数変換 s= 0rを行うと，次の結果が得られる．
1 1 
I(v, 入） = 1 (2v'(r)2-入F(v))rN-1dr 
0 02 
- 0-N 1 (2u'(s)2 -入F(u))げ-1ds
- 0-N 11 (~u'(s)2- 入F(u)) げ-1ds
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次に， g(t):= st-N+2 -rt-Nとおく．ただし，
1 1 
S := 21 u'(r)2rN-1dr, T :=入11F(u(r))rN-1dr, 
とするこのとき， I(v)= g(0), I(u) = g(l) = S -Tが成り立つ.I(u) = 
i(入）さ 0なので， S:S; Tである.u争0なので， S>Oとなる.N2:3のとき，
t E (0, l]に対して，
g'(t) = (-N + 2)St―N+l+NTt―N-1 
= Nt―N-l(T -((N -2)/N)St2) > Nt―N-l (T -S) 2: 0. 
N = 2のときも， g'(t)> 0となる．従って， g(t)は単調増加であり， I(v)= 
g(0) < g(l) = I(u)となるこれは， uがminimierであることに反する．従っ
て， u(し） > 0, tn→ 1となる列 tnが存在する．証明終．
補題 2.4.minimizer u(r)は， 9内に零点を持たない
証明.O=Aの場合のみ証明する.u(r)が零点r。を持ったと仮定する．補
題 2.2,2.3より，次のような点s,tが存在する．
a<s<r。<t < b, u(s) = u(t) = Z u(r) < Z (s < r < t). (2.4) 
このとき，次のように vを定義する
v(r) := {~(r) 
このとき， VEH+であり，
r E (a, b) ¥ [s,t] 
r E [s, t] 
I(v; a, s) = I(u; a, s) I(v; t, b) = I(u; t, b) I(v; r1, r2) = 0.
(2.4)より， I(u;s, t) > 0. よって， I(v;a,b)< I(u;a,b)となる．これは uが
minimizerであることに反する．従って， u(r)は， Q内に零点を持たない．証
明終
定理 1.5の証明．入＞入。のときの， (1.2)の解の存在を示す.n = Aの場
合のみ証明する補題2.1より， Iのminimizeruが存在する．
I(u, 入） = inf I(v, 入）(= i(入）．
vEH+ 
これが(1.2)の解になることを示す．つぎの埋め込みが成り立つ．
Hぶ(A)=Ht(a, b)'-+ c1l2[a, b]. 
35
よって， minimizeru(r)は， [a,b]で連続である．補題2.4より， u(r)> 0 (a< 
r < b)となる．
¢E C0(a, b)を任意に与える．
ョb> 0: め(r)= 0 (a~r さ a+b, b-b さ r~b).
ョc> 0: u(r) 2: c (a+ bさrさb-b). 
上の式より，
u(r) + t<j;(r) 2: c -lt 1</Jlo > 0 (ltl < c/l</Jlo, a+ b~r~b -b), 
u(r) +砂(r)= u(r) > 0 (a< r~a+ b, b -bさr< b). 
従って,lt < c/1針loのとき， u+t<j;EH+となる.g(t) := I(u+t<j;)は， t=O
で極小になる．ゆえに
0 = g'(O) = I'(u)¢. 







E'(r) = - u'(r)2 :; 0, 
r 
なので， E(r)は減少関数となる．
limsup8→ 00F(s)/茫<oo, f(O) < 0なので，





を使うと，ある roE (a, b)が存在して，次が成り立つことが証明できる．
ヨr0E (a, b) : u'(r) > 0 (r E (a, r0), u'(r0) = 0, 
u'(r) < 0 (r E (r0, b), u(r0) > Z. 
(2.6)から次の式が得られる．
N-1 N-1 








u(ro)~-L u'(r)dr <'. ~(1。:u'(r)2dr) 12, 
蓄き換えると，
これと (2.8)より，
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